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Greske v primeni MKE

Greske idealizacije, greske diskretizacije i

Interpretacia rezultata

= U opstem slucaju resenja odredena primenom MKE su
aproksimativna ili priblizna
= Potencijalni izvori gresaka pri simulaciji ponasanja

= Greske ideadlizacije
= Matematicki model se bazira na pogresnim matematickim formulacijoma koje
ne opisuju dovoljno tacno fiziCki sistem
= Zanemareni su detalji koji uticn na odgovor fizickog sistema

= GreSke aproksimacije: oblika sistema, dejstava, karakteristika materijala i
granicnih uslova, kao i greske u izboru vrste analize

= Greske diskretizacije
= Razlika izmedu resenja diferencijalnih jednacina matematickog modela i resenja
algebarskih jednacina diskretnog modela
= Uzroci u izboru tipa, veliCine i oblika KE

= NumeriCke greske se mogu pojavitii zbog slabe uslovljenosti sistema jednacina
(ill-conditioning) koja moze nastatii zbog gresaka pri diskretizaciji




Greske v primeni MKE

Greske idealizacije, greske diskretizacije i

= Potencijalni izvori gresaka pri simulaciji ponasanja
= Greske numerickog proracuna
= Greske racunarskog softvera
= Greske kodiranja (tzv. bagovii greske instalacije raCcunarskog softvera)
= Vrlo nezgodne jer ako dopuste proces proracuna dobijene netacnosti u rezultatima
nisu odmah vidljive

= Greske racunara

= Odsecanje il zaokruzivanje prilikom obrade realnih brojeva jer se koristi odreden
memorijski prostor kojim se definise broj znacajnih cifara nekog broja

= Pri oduzimanju i sabiranju brojeva sa velikom razlikom u redu veliCina, moze da se
izazove slabouslovljenost sistema zbog zaokruzivanja

= Greske pri unosu podataka
= Moze biti ru¢ni (najveca mogucnost pojave greske), poluautomatski i
automatski
= Greske interpretacije rezultata

= Uzrok moze biti korisnik ili primenjeni postprocesor (nesavrsenost grafickog
uredaja i/ili prikaz reSenja u pogresnim tackama)




Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

= Ako se povecanjem broja konacnih elemenata razlika izmedu
pribliznog i tacnog resenja smanjuje tada je postupak
konvergentan, a ako se ta razlika povecava postupak je
divergentan

= Ako se razlika izmedu pribliznog i taChog resenja smanjuje na
takav nacin da se tacnom resenju prilazi sa jedne strane
konvergencija je monotona, a u suprotnom konvergencija je
nemonotona

= U ispravnoj formulaciji MKE na bazi pomeranja priblizna
resenja za generalisana pomeranja, po apsolutnim
vrednostima, manja su od taénih vrednosti, a sa progusé¢enjem
mreZe stalno se povecavaju, odnosno konvergencija je
monotona
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Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

= Ako na sistem deluje staticka koncentrisana sila Q;
potencijalna energija deformacije glasi

1
U =70

= Potencijal spoljasnjih sila iznosi
Uspoljaénjih sita = —W = —0;d;

= Ukupna potencijalna energija sistema glasi

1 1 . .
I W = ——0.Ad. — __N2F. fii je pomeranje u pravcu _
I=U-W= 2 Qidi 2 Qi d; usled jedinicne sile Q; di = fii Qi

= Ukupna potencijalna energija sistema koja odgovara
pribliznom resenju po MKE

_ 2
Hpribliino - E Qi fii,pribliino



Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

= Ukupna potencijalna energija za tfacno resenje ima minimum,
tl. vazi da je
Hpribliino = 11
= odnosno sledi
fii, priblizno = fii
= Na osnovu prethodnog izraza zakljucuje se da su priblizna
resenja za pomeranja odredena primenom funkcionala

potencijalne energije (metoda pomeranja) manja od tacnih
ili najvise jednaka tachom resenju




Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

= U varijacionoj formulaciji metode konacnih elemenata u kojoj
se polazi od funkcionala potencijalne energije (metoda
pomeranja) uslovi kompletnosti (potpunosti) i konformnosti
(kompatibilnosti) dovoljni su za monotonu konvergenciju
resenja

= Kriterijum kompletnosti kaze da je za konvergenciju resenja
neophodno da promenljiva i svi njeni izvodi koji se pojavljuju u
funkcionalu, za svaki konacni element, teze taCnim
vrednostima kada velicina elementa tezi nuli. Kriterijum je
bitan za tacnost aproksimacije polja funkcije v pojedinim KE i
U metodi pomeranja definise se sledeéim stavovima

= 1) raspodela pomeranja u polju konacnog elementa mora biti opisana na
takav nacin da u sebi sadrzi pomeranja kao krutog tela i da se pri takvim
pomeranjima ne javljaju deformacije (test svojstvenih vrednosti)

= 2) aproksimacija pomeranja u polju konacnog elementa mora da obezbedi
stanje konstantne deformacije u konacnom elementu ili sistemu konacnih
elemenata (patch test)




Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

= Test svojstvenih vrednosti

= Generalisana pomeranja KE kao krutog tela moraju biti obuhvacena
interpolacionim funkcijama

= Postojanje formi ili modova nulte unutrasnje energije kontrolise se tzv.
testom svojstvenih vrednosti

= Matrica krutosti elementa mora da ima onoliko svojstvenih vrednosti
koje su jednake nuli, koliko konacni element ima stepeni slobode kao
kruto telo

= Na primer, svojstvene vrednosti matrice krutosti grednog konacnog
elementa u ravni glase

2
A= {0 ) 2EA 2El, 6EL(4+L )}
L L 13

= KE ima tri stepena slobode kao kruto telo u ravni (dve translacije i jednu rotaciju),
a to odgovara nultim svojstvenim vrednostima iz prethodnog izraza




Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

= Patch test

= Uslov da se obezbedi stanje konstanine deformacije u polju KE postavija
zahtev da se za IF birgju polinomi koji omogucavaju opisivanje polja
konstantnih deformacija

= Povecanje broja KE dovodi do smanjivanja njihovih dimenzija pa se pri
jako malim dimenzijama jednog elementa deformacija unutar elementa
mora pribliziti konstantnoj vrednosti. Na taj nacin pri usvajanju dovoljnog
broja malih elemenataq, sa konstanthom deformacijom, moze da se opise
proizvoljna raspodela deformacije u razmatranom domenu

= Moguénost aproksimacije polja konstantne deformacije, odnosno
napona, KE ili grupe KE kontrolise se tzv. patch testom. Zadaju se granicni
uslovi koji su potrebni da se sprece pomeranja KE ili grupe KE kao krutog
tela i aplicira se opterecenje ili pomeranje ¢vorova za izazivanje stanja
konstantne deformacije, odnosno napona

= Kada se dati problem resava vise puta koris¢enjem finije mreze (KE manje
velicine) svaki put, konvergencija resenja prema tacnom resenju
(pomeranja, deformacije i naponi) je zagarantovana ako KE ili grupa KE
ispune paich test




Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

= Patch test
= Primer. Dvodimenzionalni izoparametarski KE sa 4 ¢vora

» Problem se modelira sa KE nepravilnog oblika, tj. mreza nije
pravilna ili uniformna, jer se neke greske u formulaciji KE
mozda nece pokazati sa regularnom mrezom i pravilnim
oblikom KE

» Postoji barem jedan unutrasnji Cvor ili unutrasnji KE

 Postoji tacno onoliko oslonaca koliko je potrebno da se
spreCi pomeranje mreze kao krutog tela

« Sistem je izloZen uniformnom naponu u x pravcu. Sile F i 2F su ekvivalentno &vorno
opterecenje, 1j. konzistentno cvorno opterecenje

» AKO je pafch test uspeSan reSenje primenom MKE treba da ima konstantne napone o, =
2F /Ht (t je konstantna debljina KE), g, = 0 1,, = 0 U unutrasnjem Cvoru kao i u svim ostalim
taCkama domena

* Prethodno opisan patch test je za stanje konstantnog napona g,.. Takode, potrebno je
spovesti pafch testove za konstantne vrednosti svakog od komponentalnih napona
posebno

» Ako KE prode sve patch testove mozemo biti sigurni da kada koristimo MKE model sa ovim
tipom KE sa sukcesivnim povecanjem gustine mreze resenje problema tezi sve vise

taCnom




Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

= Uslovi konformnosti (kompatibilnosti pomeranja) na
granicama izmedu KE bitni su za kvalitet ukupne
aproksimacije v posmatranom domenvu, pa se formulise
kriterjum konformnosti koji glasi
= Za konvergenciju reSenja potrebno je da su KE konformni, 1j. da su
promenljive i njihoviizvodi do m - 1 reda (ukljuCujuciim - 1), gde je
m red naqjviseg izvoda u funkcionalu, kontinualni (neprekidni) na svim
granicama izmedu KE

= U zavisnosti od vrste analiziranog problema zahtevaju se
razliCiti uslovi kontinuiteta (kompatibilnosti) na granicama
izmedu KE

= KE mogu biti kompatibilni i nekompatibilni, odnosno konformni
il nekonformni



Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

= Uslovi konformnosti (kompatibilnosti pomeranja)

= Oznakom CM obelezava se kontinuitet funkcije i njenih izvoda
do m-tog reda (ukljucujuciim)

= Kod stapnog KE, za diskretizaciju resetkastin konstrukcija, neophodno
je da bude zadovoljen C9 kontinvuitet koji podrazumeva da su
vrednosti funkcije, u zajedniCkom cvoru, za sve KE iste

= CO kontinuitet je dovoljan za analizu ravanskih problema (RSN i RSD) i
prostornih problema u teoriji elasticnosti

= Kod linijskih (grednih) KE pojavljuju se drugi izvodi pomeranja u
infegralnoj formulaciji pa IF moraju da zadovolje C! kontinuitet, 1].
vrednosti funkcije pomeranja i njenih prvih izvoda (obrtanja) moraju
da budu kontinualne na granicama izmedu KE

= Pri analizi savijanja ploca i ljuski duz granica susednih elemenata
pored kontinuiteta pomeranja zahteva se i kontinuitet obrtanja (C1
kontinuitet)



Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

= § obzirom na to da se primenom konformnih KE po metodi
pomeranja dobijaju generalisana pomeranja v cvorovima
mreze konacnih elemenata koja su, po apsolutnim
vrednostima, manja od tacnih, to znaci da su konformni KE
kruéi nego sto bi trebalo da budu
= Ako imamo dva razlicita konformna KE veca tacnost moze da se
postigne sa KE koji ima manju krutost
= Procena odnosa krutosti izmedu KE
= KE kod koga matrica krutostiima vece svojstvene vrednosti je krudi
= KE kod koga je trag matrice krutosti veci je krudi

= KE koji ima vecu vrednost korena iz zbira kvadrata svih elemenata matrice
krutosti je kruci




Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

= Ako se svojstvene vrednosti menjaju sa promenom polozaja
KE u globalnom koordinatnom sistemu onda KE ne ispunjava
uslov prostorne ili geometrijske izotropije, ij. krutost zavisi od
polozaja KE (nije neophodno za konvergenciju ali je pozeljno)
= preporuka je da se biraju potpuni ili kompletni polinomi, tj. polinomi koji
sadrze sve koeficijente od 1 do m. Ukoliko se ne koriste potpuni
polinomi pozeljno je da bude zastupliena simetricnost Clanova u smislu
da ako postoji Clan x; . postoji i Clan x,,. Za dobru aproksimaciju
funkcija u polju KE potrebno je da polinomi imaju osobinu geometrijske
izotropije, 1j. da u okviru elementa ostaju invarijantni u odnosu Na
transformaciju iz jednog koordinatnog sistema u drugi

= Brzina konvergencije

= Na brzinu konvergencije utiCe stepen interpolacionog polinoma tako
da se sa visim stepenom interpolacije postize brza konvergencija
resenja

= Pozeljno je je da polinomi budu potpunii da su KE prostorno izotropni
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Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

= Greska resenja
= Direktno je vezana za veli€inu i oblik konacnhog elementa

= Smanjuje se sa smanjenjem veliCine elemenataq, ali se ne sme dozvoliti
geometrijsko izoblicenje, ili distorzija oblika

= Treba teziti KE pravilnog oblika sa priblizno jednakim stranicama
= Priblizavanje tfacnom resenju progusc¢enjem mreze naziva se
h - postupak
= Konvergencija moze da se postigne i povecanjem stepena
interpolacionih funkcija, tzv. p = postupak

= Takode, mogu se kombinovati prethodna dva postupka, tzv. h/p -
postupak




Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

= Slaba uslovljenost sistema jednacina

k] _kl ul} _ {P} or klul-kluz =P (9.2‘13)
- | =k ky kg | luy 0 —kyuy+ (kg ky)uy =0 (9.2-1b)
detK = kl(kl + kz) - k%
WP Y ki > ky, 1. ki +ky, ~k; = detK=0
@ 1 2 1 2 1
’ 1’_"/‘{:1/ ‘I\,_-;- /‘{:2/‘/‘ Fizicki znaci da element sa kruto$¢u k; nema dovoljno krut

oslonac u elementu sa krutoséu k, pa se pomera kao kruto telo

Uy Uz

Well-conditioned l-conditioned k1 KL k2 = detK > 0
ky<< ko ky>>ky
Eq.9.2-1a

Eq.92-1b  Figure 9.2-1. A two-d.o.f.
structure built of linear
springs. (a) Flexible part
supported by stiff part.
(b) Stiff part supported by
(@ () flexible part.

Eq.9.2-1b

Eqg.9.2-1a

Uy

t

Komentar:
Slaba uslovljenost moze nastati i zbog velike distorzije elemenata
i zbog pojave smicuceg locking-a




Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

= Primena KE istog tipa, za diskretizaciju celog analiziranog
domenaq, predstavlja najjednostavniji nacin za postizanje
kompatibilnosti pomeranja na granicama izmedu susednih KE

linearna
interpolacija

linearna
interpolacija

kvadratna

e . . [ J
interpolacija

kvadratna
interpolacija

= Zbog razlicitih tipova IF susednih KE kompatibilnost
pomeranja nije obezbedena

linearna
interpolacija

kvadratna |

interpolacija

linfearna
intefpolacija

linfearna
interpolacija

kvadratna )i
interpolacija




Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

kvadratna

= lako su susedni KE istog tipa, [ interpolaciia |
tj. sa IF istog tipa, uslov
kompatibilnosti pomeranja
ne mora da bude ispunjen | kwadratna | kvadratna |

interpolacija interpolacija

= Da bi se obezbedila kompatibilnost
pomeranja pri formiranju delova linearna | Tranzicioni |  kvadrtna |
mreie na pl'e|CISkU sa jednog na dI'UQi interpolacija element interpolacija
tip KE mogu da se koriste KE sa

razlicitim brojem c¢vorova duz %
pojedinih ivicaq, tzv. tranzicioni )
KE koji imaju razlicite tipove Tranzicioni |

IF duz razlicitih ivica element




Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

= Nagla promena velicine KE
= Prelaz sa rede na guscu mrezu treba da bude postupan

Poor Improved

=
o)
m

= Pogresno spajanje razlicit

Pri spajanju KE 2. reda
/E\ ° 4 treba izbegavati
spajanje srednjeg
LST ¢vora jednog KE sa
¢vorom u vrhu
Q3 \ ( ¢ drugog KE

CST nema ¢vor u tacki A pa

ne moze biti spojen sa Q4 ).J ¢ ® Q8

Duz ivice B-C ne mogu se

spoijiti CST i LST KE jer CST ®

nema cvor du? ivice i

raspodela pomeranja duz Duz ivice C-D ne mogu se spoijiti Q4 i LST KE jer je

ivice je linearna za C3T, @ raspodela pomeranja du? ivice za Q4 linearna,

kvadratna za LST a za LST kvadratna. Sliéno je i za ivicu E-F




Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

= Geometrijske karakteristike KE (diskretizacija)
= Pozeljno je da KE budu pravilnog oblika sa priblizno jednakim

stranicama
= U raCunarske softvere na bazi MKE obicno su implementirani algoritmi
za kontrolu kvaliteta mreze KE Cilj je smanijiti greSku zbog nepravilne

geometrije KE (geometrijska distorzija)

Distorzija usled neprinvatljivog odnosa
duzina pojedinih ivica konacnog
elementa (analiza napona a/b<3 i
analiza pomeranja a/b<10)

N
7 5 Distorzija usled neprinvatljivog
\ odnosa duzina pojedinih ivica
konacnhog elementa i uglova
izmedu susednih strana (a/b<5,
le—b—»!

A a>60° i B<120°)

[ J
b———»

[ ] Q
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Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

= Geometrijske karakteristike KE (diskretizacija)

Cilj je smanijiti gresku zbog
nepravilne geometrije KE (distorzija)

a N ﬁ
b ®
I> bl4

n\\

A

1
T

{f) Midnode distortion N
X

:

i FE:I %
TN




Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

Cilj je smanijifi

= Geometrijske karakteristike KE (diskretizacija) gresku zbog

. . 4 X . ¢ : nepravilne
Mera regularnosti mreze (mera dopustene disforziranosti) o cyiic

izoparametarskih
KE (distorzija)

hm hm Ako je ispunjen
— hm Oy =— < 0p uslovzasve KE
Pm mreza je regularna

h,, — najveca dimezija

Pm — Precnik najvece upisane
kruznice ili sfere

o, — fiksna poztivha vrednost

t

(a) Undistorted configuration {b) Aspect-ratio distortion
used in uniform meshes

Komentar:

KE usled preterane
distorzije ne moze
vise u Dekartovom
koordinathom
sistemu da opise
funkciju pomeranja
istog reda kao u

(e) Curved-edge distortion ~ SIUCQjU pravilne
geometrije

(c) Parallelogram distortion {d) Angular distortion
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Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

= Gustina mreze KE (diskretizacija)

= Potreba za mrezom vece gustine javlja se u zonama velikih
gradijenata parametara u odnosu na ostale delove razmatranog
sistema

= Veliki gradijenti mogu da se jave u zonama: otvora, prslina, zarezq,
uglova, kontakta izmedu elemenataq, veza izmedu elemenata, nagle
promene krutosti i/ili materijala, koncentrisanih generalisanih
spoljasnjin dejstava, oslonaca itd.

/77

[/ /
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Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

= Modeliranje konturnih uslova (aproksimacija)
= Potrebno odabrati model koji ngjblize simulirana stvarno ponasanje

zida

D S .

: ' b) |
) B St
S
S T

: 1 C) : P d) |
R S S S R S S S
S| S|

26



Napomene o konvergenciji resenja i
modeliranju

= Modeliranje ponasanja materijala (aproksimacija)
= Zavisi od problema koji se analizira
= § obzirom na to da se u okviru ovog kursa obraduje primena MKE u
statickoj analizi po teoriji prvog reda i bifurkacionoj stabilnosti linijskih
nosaca i ploca koristi se linearno-elasticni model ponasanja
materijala

= Modeliranje dejstava (aproksimacija)
= Podrazumeva da se njihov realni oblik predstavi raspodeljenim i
koncentrisanim generalisanim silama
= Pri resavanju problema primenom MKE neophodno je da se dejstva
zamene ekvivalentnim generalisanim silama koje deluju u Cvorovima
mreze KE
= Pri formiranju ekvivalentnog koncentrisanog opterecenja najbolji

rezultati se dobijaju transformacijom u konzistentno koncentrisano
opterecenje




Racunarski softver
] ]

- Implementacija metode pomeranja u programskom
jeziku Python

« Linijski nosaci (ravanski puni i reSetkasti nosaci i rostilji)

- Implementacija metode pomeranja v programu Matlab

« Ravanski linijski nosaci (linearna staticka analiza i bifurkaciona stabilnost) i 2D
problemi (CST KE, izoparametarski KE sa 4. Cvora, Lagranzov KE sa 9 ¢vorova i
Serendipiti KE sa 8. Cvorova)

- O racunarskim softverima...
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Racunarski softver

Implementacija metode pomeranja v
programskom jeziku Python

Python skriptovi i video uputstvo se nalaze na
web sajtu hitp://www.tk.gradjevinans.net link

- Primer '| ) RCIVCI ﬂSkCI re‘s'eﬂ(g Osnovi metode konaénih elemenata

1.0m

V¥V 20 kN 10kN VY

% 2Xx15m >

Svi $tapovi: E =210 GPa, A =0.001836 m?


http://www.tk.gradjevinans.net/

U NOVOM sA0U
INiCK NAKA
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Implementacija metode pomeranja v
programskom jeziku Python

i Rt METODA KONACNH ELENENATA.DEO 1

“Andria Raseta, gor D2okev: METODA KONACNIH ELEMENATA DO 2

Python skriptovi i video uputstvo se nalaze na
web sajtu hitp://www.tk.gradjevinans.net link
Osnovi metode konacénih elemenata

= Primer 1. Ravanska resetka
= Ulaz

File Edit Format Run Options Window Help
1| f###FF##F4 444000 # 44000 R AR 44400 HHH
2l #
3|# U OVOJ SCRIPT DATOTECI UNOSITE ULAZNE PODATEE I PORRECETE JE ZA PRORACUN
4| #
S|# ULAZNI PODACI ZA PRORACUN RAVANSKIH RESETKI
G| #
TR A AAAAR AR R R AR AR A AR AR RS
Sltry:
10 from Proracun resetka import ¥
44 File Edit Format Run Options Window Help
12 FHERREAA AR H IR IR AR A A A AR AR R AR R AR R R A A AR AR 33 iNiz stapova
13 PRI T TR AR AR PR AR R R R R R R AR AP T A A A A A AR A R R R AR AR AR A A AAARRAAR 34 FE R AR R R AR AR
14 R4 A AR AR AR A EAA R AR 444 A AR EHH AR AR AR A A A AR RS 35 $Vrednosti koje se prosledjuju stapu
15 FHERREAA A4 AR H AR IR AR A A4 AR AR R AR AR R R A AR A R Y 36 Fml, Em2, Fm3, Em4, EmS, Fmé = 210+10%**§, 210%10%*6, 210*10%*6, 210%10*
16 #Niz cvorova 37 $Fml, Fm2, Fm3 = 1, 1, 1
17 #br -> broj cvora ] Eml, 2m2, 2m3, Am4, EmS, Emé = 0.001836, 0.001836, 0.001836, 0.001836,
18 #x ->» x koordinata cvora 39 $Aml, 2m2, Am3 = 1, 1, 1
9 #v -> y koordinata cvora 40 alfaT = 10%*-5
20 #o_x -> oslonac u x pravcu (0 - nema, 1 - ima) 41 to = 0
21 #o_y -> oslonac u y praveu (0 - nema, 1 - ima) 42 FhEFFERF AR AR F AR F AR AR ER
22 #F_x -> sila u x pravcu 43 #br -> broj stapa
23 #F_y -> sila u y pravcu 44 #p_cvor -» referenca na pocetni cvor iz niza cvorova
24 #c_o_x —> pomeranje oslonca u X pravcu 45 #k_cvor -> referenca na kranji cvor iz niza cvorova
25 #c_o_y —> pomeranje oslonca u Y pravcu 46 #E -> modul elasticnosti stapa
26 #Cvor(br, %, y, o %, 0oy, Fx, Fy, cox c oy 47 #A -> povrsina poprecnog preseka stapa
27 niz_ everova=[Cveor.Cvor(1,0,0,1,1,0,0,0,0), g #alfaT -> koeficijent toplotnog sirenja
28 Cvor.Cvor(2,1.5,0,0,0,0,-20,0,0)}), 49 #to -> temperaturna promena u osi stapa
29 Cvor.Cvor(3,3,0,0,0,0,-10,0,0), 50 tstap (bxr, p_cvor, k_cvor, E, A, alfaT, to)
30 Cvor.Cvor(4,1.5,0.5,0,0,0,0,0,0), 51 niz_ stapova=[Stap.Stap(l, niz_cvorova[0],niz_cvorova[l], Eml, Zml, alfa
31 Cvor.Cvor(5,0,1,1,1,0,0,0,0)] 52 Stap.Stap(2, niz_cvoroval[ll,niz_cvoroval[2], Em2, Em2, alfa
an 53 Stap.Stap (3, niz_cvoroval[Z],niz_cvoroval[3], Em3, 2m3, alfa
Ln:7 Col:44 | 54 Stap.Stap(4, niz_cvoroval[3],niz_cvoroval[4], Em4, Emd4, alfa
55 Stap.Stap (5, niz_cvoroval[0],niz_cvoroval[3], Em5, 2&m5, alfa
56 Stap.Stap (6, niz_cvoroval[l]l,niz_cvoroval[3], Emé, Emé&, alfa
57
58 #Crtaj nedeformisanu osu (da 1li ne)
59 prikazi_nedef_ose = 'da’'
60
61 #Crtaj deformisanu osu (da 1ili ne)
62 prikazi_def ose = 'da’
63
- e - Ln: 7 Col: 44 |
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Implementacija metode pomeranja u

programskom jeziku Python -
Python skriptovi i video uputstvo se nalaze na

web sajtu hitp://www.tk.gradjevinans.net link
- Primer ‘| ) RCIVCI ﬂSkCI re‘s'eﬂ(c' Osnovi metode konaénih elemenata

= |Zlaz

a Y # IDLE Shell 3.10.5 - (] x

File Edit Shell Debug Options Windew Help ‘

“Andria Raseta, Igor Diolev: METODA KONACNIH ELEMENATA DEG 2

H : | Kaa =
H [[ 514080. 0. -257040. 0. ‘
! | 0. 0. ]
H [ 0. 771120. 0. 0.
0. —-771120. 1
[-257040. 0. 476504.59943781 -73154.8€647927

| | -2159464.59943781 73154.86647927]
| 0. 0. -73154.8€647927 243084.95545309
73154.86647927 -24384.95549309]

[ 0. 0. —219464.59943781 73154.86647927 |
€58393.79831344 -73154.86647927]
[ 0. -771120. 73154.86647927 -24384.9554%309
—73154.86647927 544274.86647927]]
Eap =
[[-257040. 0. 0. 0. 1
[ 0. 0. 0. 0. 1
[ 0. 0. 0. 0. 1
[ 0. 0. 0. 0. ]
[-219464.59543781 -73154.86647927 -219464.55%943781 73154.86€647927]
[ -73154.86647927 -24384.95549309 73154.86647927 -24384.9554%3097]
Epa =
[[-257040. 0. 0. 0.
-2194€4.59943781 -73154.866475927]
[ 0. 0. 0. 0.
—-73154.86647927 -24384.95549309]
[ 0. 0. 0. 0.
-219464.59943781 73154.86647927]
[ 0. 0. 0. 0.
73154.866479%27 -24384.85549309]]
Epp =
[[476504.59943781 73154.86647927 0. 0. 1
[ 73154.86647927 24384.95549308 0. 0. 1
[ 0. 0. 2194€4.59943781 -73154.86647927]
[ 0. 0. -73154.86647527 24384.9%5549309]]
Pa =
[r 0.1
[-20.]
[ 0.]
[-10.]
[ 0.]
[ 0.1]
Ln:3%9 Col:0
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Python skriptovi i video uputstvo se nalaze na
web sajtu hitp://www.tk.gradjevinans.net link

- P ri mer 2 ) R avans |<| ram Osnovi metode konaénih elemenata
p=10kN/m

L Y v v v v v v 4
6.0

N

v v
%74.00%}— 0—{

El=const.; F/I=50-1/m?
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Implementacija metode pomeranja v ;

programskom jeziku Python i
Python skriptovi i video uputstvo se nalaze na

web sajtu hitp://www.tk.gradjevinans.net link
- Prl mer 2 RCIVCI ﬂSkI ram Osnovi metode konaénih elemenata

= Ulaz

File Edit Fermat Run Optiens Window Help
[F#a344REERE4RRREREFRREEARFHRREHRRRERRESES
#

# U OVOJ SCRIPT DATOTECI UNOSITE ULAZNE PODATKE I POKRECETE JE ZA PRORACUN

# ULAZNI PODACI ZA PRORACUN RAVANSKIH RAMOVA

#FHERRE AR AR IR R R R R R R R e

W0 @ s W
A e A

try:
10 from Proracun_ram import *
11 |
12 FdH AR R AR AR R IR R R R AR R R AR R R R R R R R R R R R R R R Elle Edit Fomat Run Qptions Window Help
13 FdH AR R AR AR R IR R R R AR R R AR R R R R R R R R R R R R R R | 33 #Niz stapova |
14 FHdH AR AR AR R A IR AR R AR R AR R R R AR R R R R AR R R R R R 4 2 FREREREREREIERERIREIERERIRIINRRRIRGS
15 FHEHEHREERA R R AR AR IR IR R IR R AR R R AR R R R R AR R R R R R A 27 #Vrednosti koje se prosledjuju stapu
i iNiz cvorova 8 Eml, Em2, Em3 = 1, 1, 1
17 #br -> broj cvora :31? 1;“‘1 II““E Z;’“? = 501150'1 so
a _ . ( ml, Im2, Im3 = 1, 1,
o x> ¥ keoordinata cvera 41 alfarl, alfaT2, alfaT3 = L0**-5, 10%%-5, 10%*-5
19 #y -> ¥ koordinata cvora =
20 #0 x -> oslonac u X praveu (0 - nema, 1 - ima) a2 t1, t2, £3 =0, 0, 0
- ’ : 43 dt_kroz_hl, dt_kroz_h2, dt_kroz h3 =0, 0, O
2 #o_y -> oslonac u ¥ praveu (0 - nema, 1 - ima) 44 BREsspERSRRNSITR IR RIS T SN R s
22 #u_z —>» ukljestet?je (0 - nema, 1 - ima) 45 #br -> broj stapa
23 #F_x —> cvorna sila u X praveu 46 #p_cvor -> referenca na pocetni cvor iz niza cvorova
24 #F_y -> cvorna sila u Y pravcu 47 #k_cvor -> referenca na kranji cvor iz niza cvorova
25 #M_z -> moment u cvoru cko Z ose 48 #F -» modul elasticnosti
26 #c_o_x -> pomeranje oslonca u X pravcu 49 #2 —> povrsina poprecnog preseka
27 #c_o_y -> pomeranje oslonca u ¥ pravcu 50 #I —> aksijalni moment inercije poprecncg preseka
g #c_u z —> obrtanje ukljestenja okc Z ose 51 #tip -> tip stapa ('ik', 'ig', 'gk', 'p")
29 #Cvor(bx, %, y, o %, oy, uz, F x, Fy, M2z, C_o X, C_o_¥ €U z) 52 #pn —> raspodeljenc opterscenje celom duzinom upravno na osu stapa u LES
30 niz ecvorova=[Cvor.Cveor(l,4,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0), 53 #pt —> raspodeljeno opterecenje celom duzinom u pravcu ose stapa u LKS
31 c¢vor.Cvor(2,10,3,1,1,0,0,0,0,0,0,0), 54 #alfaT -> koeficijent toplotneg sirenja
32 cvor.Cvor(3,0,7,1,1,0,0,0,0,0,0,0), 55 #t -> temperaturna promena u usi stapa
33 Cvor.Cvor(4,0,0,1,1,1,0,0,0,0,0,0)] 56 #dt_kroz_h -> temeraturni gradijent (pozitivan predznak podrazumeva da je gornja ivica preseka toplija u LKS)
57 #stap(br, p_cveor, k cveor, E, A, I, tip, pn, pt, alfaT, t, dt_kroz_h)
Ln:1 Col:0 58 niz_stapova=[Stap.Stap(l, niz_cvoroval[0], niz_cvorovalll, Eml, Aml, Iml, 'ig', -10, 0, alfaTi, tl, dt_kroz_hl),
59 Stap.Stap (2, niz_cvoroval3], niz cvorova[0], Em2, Bm2, Im2, 'ik', 0, 0, alfaT2, t2, dt_kroz_h2),
60 Stap.Stap (3, niz_cvoroval0], niz_cvoroval2], Em3, Am3, Im3, 'ig', 5, -5, alfaT3, t3, dt_kroz_h3)]
61
ez #Niz linkova
63 #br —> broj linka
64 #p_cvor -> referenca na prvi_cvor linka
65 #k_cvor -> referenca na drugi_cvor linka
66 #c_x_veza -> izjednacavanje translacije u x pravecu (da ili ne)
67 #c_y _veza -> izjednacavanje translacije u y pravcu (da ili ne)
g #c_z_veza -> izjednacavanje rotacije cko z ose (da ili ne)
69 #Izjednacava generalisana pomeranja drugog cvora sa generalisanim pomeranjima prvog cvora
70 #Link(br, prvi_cvor, drugi_cvor, c_x veza, C_y_veza, C_z_veza)
71 #ARO NE UVODITE LINKOVE podesite promenljivu uvedi_linkowve na vrednost 'ne'
72 #a red sa definisanjem niza niz_ linkova komentarisite sa #
73 uvedi_linkove 'ne’
74 #niz_linkova=[Link.Link(1, niz_cwvorova[0], niz_cvorova[l], 'me', 'ne', 'ne')]
Ln:1 Col:0
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Osnovi metode konacénih elemenata

or Dol METODA KONACNIH ELEMENATA DFO 2

“andria Raseta I

= Primer 2. Ravanski ram
" |zlaz

A IDLE Shell 2.10.5 — [} ® ‘
| Eile Edit Shell Debug Options Window Help
Kaa = ‘
[[19.19559712 0.34278%03 0.07770874]
[ 0.342789%03 B8.10303268 -0.17495783]
[ 0.07770874 -0.17495793 1.83033009]1]
Fap =
[[-8.33333333 0. -4.4277037% 4.41113087 -6.43456 —-4.753%2
0.144 1
[ 0. -0.0138888% 4.41113087 -4.4277037% -4.75352 -3.66144
-0.1%2 1
[ O. —-0.08333333 0.0662%126¢ 0.06629126 -0.144 0.182
0.4 1]
Epa =
[[-8.33333333 0. 0. ]
[ 0. —-0.0138888% -0.08333333]
[-4.42770379 4.4111309%7 0.06629126]
[ 4.41113097 -4.4277037% 0.06629126]
[-6.43456 —-4.75392 -0.144 1
[-4.75382 -3.66144 0.192 1
[ 0.144 —-0.182 0.4 11
Epp =
[[ 8.33333333 0. 0. 0. 0.
0. ]
[ O. 0.0138888% 0. 0. 0. 0.
0. 1
[ O. 0. 4.42770379 -4.41113087 0. 0.
0. ]
[ O. 0. -4.41113087 4.4277037% 0. 0.
0. ]
[ O. 0. 0. 0. 6.434%5¢6 4.75382
—-0.144 1
[ O. 0. 0. 0. 4.753592 3.66144
0.1%92 ]
[ O. 0. 0. 0. —-0.144 0.182
0.8 11
Pa =
[[0.1]
[0.]
[0.1]
Ln: 373 Col: 0|
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Python skriptovi i video uputstvo se nalaze na
web sajtu hitp://www.tk.gradjevinans.net link
Osnovi metode konacénih elemenata

|=const.
J=const.
GJ/EI=1.1
Y
Z A
(bo
1 O /
] = >
iy X
40



http://www.tk.gradjevinans.net/

RZITET UNOVOM 540U
T

16.7.2024. OMKE 36

821 .
Andrija Raseta )
Aodri Rateta
lgorDiclev
METODA
KONACNIH ELEMENATA KONACNIH ELEMENATA

DEO Il

Deol

Racunarski softver

Implementacija metode pomeranja v

programskom jeziku Python i
Python skriptovi i video uputstvo se nalaze na

web sajtu hitp://www.tk.gradjevinans.net link
- Prl mer 3 RO STI' J Osnovi metode konaénih elemenata

i Rt METODA KONACNH ELENENATA.DEO 1
gor ioer

= Ulaz

Eile Edit Format Run Options Window Help
1 FHEFFE R R R F R F FFF AR AR A4
2| #
3| # U OVOJ SCRIPT DATOTECI UNOSITE ULAZNE PODATKE I POKRECETE JE ZA PRORACUN
4| #
5| # ULAZNI PODACI ZA PRORACUN ROSTILJA
6| #
T #EFEFEERE AR E AR AR A REF AR AR EF AR A AR AR AR R
g
9l try:
10 from Proracun rostilj import * File Edit Format Run Options Window Help
11 N
12 BEEREEEEEEERERARREESERARIAEERISRRRIIREESSEEAAASSSSSSRIINSE |3 xgi:digii?’ioje e prosiediusu stapn
13 tEEd AR E AR RR AR AR E R AR F AR E R AR A AR AR A AR A R A AR AR AR AR A AR AR | 45 Fm o= 1
14 L s e s s s s 4 ini= 0.2
5 H#ddRd AR AR AR R AR AR AR AR AR R R R R AR A R AR A A R s _ ¥ (14ni
16 Y 42 #Cm = Em/(2*(1+ni))
17 #NIZ CVOROVA 42 Gm = 1.1
18 #br -> broj cvora 44 Im =1
9 #x -> x koordinata cvora u GKS 45 Jm = 1 .
20 #y -> y koordinata cvora u GKS 46 #br —>» broj stapa . . .
21 #£i x -> ukljestenije oko x ose (0 - nema, 1 - ima) 47 #picvor -» referenca na pocetni cvor iz niza cvorova
22 #0 z -> oslonac u z praveu (0 — nema, 1 — ima) 48 #k_cvor -> referenca na kranji cvor iz niza cvorova
23 ﬁfiﬁy ->» ukljestenje cko y ose (0 - nema, 1 - ima) 49 #E -> modul elasticnosti
24 #M_x -» moment u cvoru cko x ose u GES 50 #& —> modul klizanja
25 #F z —> sila u cvoru u pravcu z ose u GKS 51 #I -> aksijalni moment inercije poprecnog preseka
26 #M:y -> moment u cvoru cko y ose u GES 52 #J -> torziona konstanta poprecnog preseka
27 #c_fi = -> obrtanje ukljestenja oko X cse u GKS 53 #tip -> tip stapa ('ik', 'ig', 'gk')
8 #c_o_z -> pomeranje cslonca u % praveu u GKS 54 #pn -> raspocdeljenc opterecenje celom duzinom upravno na osu stapa u LES
29 #c_fi_y -> obrtanje ukljestenja oko ¥ ose u GKS 55 #stap(br, p_cvor, k _cvor, E, G, I, J, tip, pn)
30 #Cvor(br, x, vy, fi_x, o_z, fi_y, M x, F_z, M vy, c_fi x, c_o z, c fi_y) 56 niz_ stapova=[Stap.Stap(l, niz_cvorova[0], niz_cveorovalll]l, Em, Gm, Im, Jm, 'ik', 0),
31 niz_cvorova=[Cvor.Cvor(1,0,0,1,1,1,0,0,0,0,0,0), 57 Stap.Stap(2, niz_cvorova[ll, niz cvoroval[2], Em, Gm, Im, Jm, 'ik', 0},
32 Cvor.Cvor(2,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), 58 Stap.Stap(3, niz_cvorova[ll, niz cvorova[3], Em, Gm, Im, Jm, 'ik', -1)]
33 Cvor.Cvor(3,6,0,1,1,1,0,0,0,0,0,0), 59 FEEF R AR AR A AR AR AR AR R AR
34 Cvor.Cvor(4,8,3,1,1,1,0,0,0,0,0,0)] &0
35 HEEddRd AR AR AR AR AR AR AR AR 61 FEFEFEE R R R R AR AR AR AR RS
Ln:1 Cok0 62 #NIZ LINKOVA
63 #br —-> broj linka
64 #p_cvor -> referenca na prvi_cvor linka
65 #k_cvor -> referenca na drugi_cvor linka
€6 #c_x_veza —> izjednacavanje translacije u x pravcu (da ili ne)
67 #c_y veza -> izjednacavanje translacije u y praveu (da ili ne)
g #c_z_weza -> izjednacavanje rotacije oko z ose (da ili ne)
€9 #Izjednacava generalisana pomeranja drugog cvora sa generalisanim pomeranjima prvog cvora
70 #Link(br, prvi_cvor, drugi_cvor, c_x_veza, ©_y_veza, C_z_veza)
71 #AKO NE UVODITE LINROVE podesite promenljivu uvedi linkove na vrednost 'ne’
72 #a red sa definisanjem niza niz_linkova komentarisite sa #
73 uvedi_linkove = 'ns'
74 #niz_linkova=[Link.Link (1, niz cvoroval[ll, niz cvoroval[4], 'da', 'da', 'da')]
75 HdEddd et AR AR AR AR AR RS

Ln:1 ColD |
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Implementacija metode pomeranja v

programskom jeziku Python i
Python skriptovi i video uputstvo se nalaze na

web sajtu hitp://www.tk.gradjevinans.net link
- Prlmer 3 R OST” J Osnovi metode konaénih elemenata

= |Zlaz

| @ IDLE Shell 3.105 - o x
iEi\e Edit Shell Debug Options Window Help
| Raa =
[[ 0.9788 0.144 -0.2784]
[ 0.144 0.471 -0.1%z2 ]
[-0.2784 -0.182 2.5%812]]
Epa =
[[-0.275 0. 0. 1
[ o. -0.1875 -0.375 1]
[ 0O 0.375 0.5 1
[-0.275 0. 0. 1
[ 0. -0.1875 0.375 ]
[ 0. -0.375 0.5 1
[ 0.0032 0.144 -0.2876]
[-0.144 -0.0%6 0.182 1]
[-0.297¢ -0.182 0.17e8]11]
Epp =
[[ 0.275 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 1
[ 0. 0.1875 -0.375 0. 0. 0. 0 ] 0. 1
[ 0. -0.375 1. 0. 0. 0. o] a 0. 1
[ 0. 0. 0. 0.275 0. 0. o] a 0. 1
[ 0. 0. 0. 0. 0.1875 0.375 0. 0. 0. 1
[ o. 0. 0. 0. 0.375 1. 0. 0. 0. 1
[ 0O 0. 0. 0. 0. 0. 0.4288 -0.144 -0.2784]
[ 0. 0. 0. 0. 0. 0. -0.144 0.0%¢ 0.1%2 ]
[ 0. 0. 0. 0. 0. 0. -0.2784 0.192 0.5%12]]
Pa =
[ro.J
[0.1]
[0.1]
Qa =
[[-1.25 1
[-2.5 1
[ 1.66666667]]
Sa = Pa + Qa=
[[-1.25 ]
[-2.5
[ 1.66666667]]
Ln: 383 Col:0
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Implementacija metode pomeranja v
programu Matlab

= Skript datoteke se nalaze se nalaze na web sajtu
hitp://www.tk.agradjevinans.net link Osnovi metode konacnih
elemenata podnaslov Maflab
= Reseni primeri
= Zadatak_1.m (Knjiga MKE deo I; 8.2.3. Ravanski okvir)
= Zadatak_2. m (Knjiga MKE deo |; 9.3.1.3. Ravanski okvir)

= Zadatak_3. m (Knjiga MKE deo Il; 5.4. Primer 2. Resenje primenom CST
KE)

= Zadatak_4a. m (Knjiga MKE deo lI; 5.4. Primer 2. Resenje primenom
2D izoparametarskog KE sa 4. cvora)

= Zadatak_4b. m (Knjiga MKE deo Il; 5.4. Primer 2. ReSenje primenom
2D izoparametarskog Lagranzovog KE sa 9. Cvorova)

= Zadatak_4c. m (Knjiga MKE deo II; 5.4. Primer 2. Resenje primenom
2D izoparametarskog Serendipiti KE sa 8. Cvorova)
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Racunarski softver

= Racunarski softver zasnovan na MKE, na prvi pogled, moze da
koristi svako ko dovoljno dobro nauci korisniCki interfejs bez
razmatranja teorije koja opisuje fiziCko ponasanje razmatranog
problema, ali kod takvog korisnika namecu se razna pitanja:
= koji fip konacnog elementa treba da se koristi i koja gustina mreze, da
i je ponasanje razmatranog fiziCkog problema dominantno linearno ili

nelinearno, staticko ili dinamicko, kolika je tacnost i kvalitet rezultata,
itd.

= Pri ovakvom pristupu racunarski softver se shvata kao crna
kutija u kojoj je skrivena teorija koja se najcesce smatra
nepotrebnom, a ovo moze da dovede do pogresne procene
ponasanja sistema

= /a uspesnu primenu racunarskog softvera zasnovanog na MKE,
neophodno je, razumevanije fiziCckog problema i teorije koja ga
opisuje, kao i razumevanje same MKE



